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Matematik Dünyas›, 2003 K›fl

De¤iflmeli, s›f›r böleni olmayan (rs = 0 ise ya r

ya da s = 0) ve her ideali tek bir eleman taraf›ndan

üretilen halkalara k›saca TÜ‹B (tek üreteçli ideal

bölgesi) denildi¤ini an›msatal›m. (‹ngizilicesi PID)

Bu yaz›daki tüm modüller, aksi söylenmedikçe,

TÜ‹B olan bir R halkas› üzerine sol R-modüllerdir. 

Bu yaz›da kan›tlayaca¤›m›z ana teorem flu:

Teorem 1. M, sonlu say›da eleman taraf›ndan

gerilmifl bir R-modül olsun. O zaman, M, tek ele-

man taraf›ndan üretilmifl sonlu say›da altmodülün

Kartezyen çarp›m›d›r. 

Tek eleman taraf›ndan üretilmifl modüller bir a

∈ R için R/aR’ye izomorf olduklar›ndan (neden?),

yukardaki teoremden, sonlu say›da eleman taraf›n-

dan üretilmifl bir modülün,

R/a1R × R/a2R × ... × R/anR

sol R-modülüne izomorf oldu¤u ç›kar.

Bu teoremi kan›tlamak için herbiri di¤erinden

önemli ve yararl› birçok sonuç kan›tlayaca¤›z. Sa-

dece sonuçlar de¤il, sonuçlara giden kan›t yöntem-

leri de önemlidir. Ayr›ca sonuçlar›m›z›n kimi za-

man gerekenden daha genel olaca¤›n› söyleyelim.

Teorem 2. F, R üzerine n boyutlu özgür bir

modül olsun. M ≤ F olsun. O zaman M de özgür-

dür ve boyutu en fazla n’dir.

Kan›t: F modülü, x1, x2, ..., xn elemanlar› tara-

f›ndan özgürce gerilmifl olsun. Her j = 0, 1, ..., n için

Fj = 〈x1, x2, ..., xj〉
ve

Mj = M ∩ Fj

tan›mlar›n› yapal›m. F0 = 0 ve Fn = F eflitliklerine

dikkatinizi çekeriz. Her Fj , boyutu j olan özgür bir

altmodüldür ve her Mj bir altmodüldür. 

Mn = M oldu¤undan, her Mj’nin boyutu en faz-

la j olan özgür bir modül oldu¤unu kan›tlamak ye-

terli. Bunu j üzerine tümevar›mla yapaca¤›z. 

E¤er j = 0 ise, M0 = 0 oldu¤undan, bu durum-

da sorun yok. Tümevar›ma bafllayabiliriz; ama ka-

n›t› j = 1 durumunda da vermek ayd›nlat›c› olacak-

t›r. Bunun iki de¤iflik kan›t›n› sunaca¤›z. (Bizim fa-

vorimiz ikinci kan›tt›r.)

j = 1 için birinci kan›t: E¤er F1 = 0 ise kan›tla-

yacak fazla bir fley yok. Bundan böyle F1 ≠ 0 var-

say›m›n› yapal›m.

M1 = M ∩ F1 = M ∩ Rx1

oldu¤undan M1’in elemanlar› baz› r ∈ R elemanla-

r› için rx1 biçiminde yaz›l›r. Bu r elemanlar›n›n kü-

mesine bakal›m:

I = {r ∈ R : rx1 ∈ M1}

olsun. Demek ki

M1 = Ix1.

Öte yandan I ’n›n bir ideal oldu¤u belli. R bir TÜ-

‹B oldu¤undan, bir a ∈ R için I = Ra. Dolay›s›yla,

M1 = Ix1 = Rax1.

Yani ax1 eleman› M1 modünü geriyor; ama baka-

l›m özgürce mi geriyor: E¤er r, s ∈ R için r(ax1) =

s(ax1) ise, (ra)x1 = (sa)x1 olur. Ama x1, F ’nin bir

taban›n›n bir eleman› oldu¤u için, buradan ra = sa

elde ederiz. R’de s›f›rbölen olmad›¤›ndan, bundan

da r = s ç›kar. Birinci kan›t tamamlanm›flt›r.

j = 1 için ikinci kan›t: F1, bir eleman taraf›ndan

gerilmifl özgür modül oldu¤undan, F1 ≈ R olur.

(Sözkonusu olan modül izomorfizmas›d›r elbet,

baflka bir izomorfizma olamaz.) Dolay›s›yla R’nin

altmodüllerinin boyutu en fazla 1 olan özgür mo-

dül olduklar›n› kan›tlamal›. Ama R’nin R altmo-

düllerinin R’nin idealleridir ve R’nin idealleri de bir

a ∈ R için aR biçimindedir. E¤er a ≠ 0 ise,

r a ar

kural›yla tan›mlanan ƒ : R → aR fonksiyonu bir R-

modül izomorfizmas› oldu¤undan, aR ≈ R ve kan›t

tan›mlanm›flt›r.
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Tümevar›m Ad›m›: fiimdi Mj’nin boyutu en

fazla j olan özgür bir modül oldu¤unu varsay›p

Mj+1’in boyutu en fazla j olan özgür bir modül ol-

du¤unu kan›tlayal›m.

E¤er Mj+1 = Mj ise, iflimiz bitmifltir. Bundan

böyle Mj < Mj+1 eflitsizli¤ini varsayal›m.

Mj+1 ≤ Fj+1 oldu¤undan, Mj+1’nin her eleman›,

m ∈ Fj ve r ∈ R için

m + rxj+1

biçiminde yaz›l›r. xj+1’in katsay›lar›n›n kümesine

bakal›m:

I = {r ∈ R : Bir m ∈ Fj için m + rxj+1 ∈ Mj+1}

olsun. I ’n›n bir ideal oldu¤unu görmek kolay. De-

mek ki bir a ∈ R için I = Ra. Bu arada, Mj < Mj+1

eflitsizli¤inden dolay› a’n›n 0 olamayaca¤›n› görelim,

ilerde gerekecek. Madem ki a ∈ I, öyle bir m0 ∈ Fj

vard›r ki, 

m0 + axj+1 ∈ Mj+1

olur. fiimdi Mj+1’den rastgele bir m eleman› alal›m.

m1 ∈ Fj ve r ∈ R için,

m = m1 + rxj+1

biçiminde yazal›m. Tan›ma göre, r ∈ I = Ra, de-

mek ki bir s ∈ R için r = sa. fiimdi flu hesab› yapa-

l›m:

m − s (m0 + axj+1) = (m1 + rxj+1) − s (m0 + axj+1)

= (m1 + saxj+1) − s (m0 + axj+1)

= m1 − sm0.

Demek ki Mj+1’in m − s (m0 + axj+1) eleman› Fj’nin

m1 − sm0 eleman›na eflit, yani 

m − s (m0 + axj+1) ∈ Mj+1 ∩ Fj = Mj. 

Bundan da 

m ∈ Mj + R(m0 + axj+1)

ç›kar. Demek ki 

Mj+1 ≤ Mj + R(m0 + axj+1).

Di¤er içindelik bariz oldu¤undan,

Mj+1 = Mj + R(m0 + axj+1)

buluruz. fiimdi toplam›n direkt oldu¤unu göstere-

lim:

m ∈ Mj ∩ R(m0 + axj+1)

olsun. O zaman bir r ∈ R için,

m = r(m0 + axj+1)

olur, yani 

raxj+1 = m − rm0 ∈ Fj

olur. Ama x1, x2, ..., xj, xj+1 elemanlar› lineer ba-

¤›ms›z olduklar›ndan, bundan ra = 0 ç›kar. a ≠ 0

oldu¤undan, r = 0 ve m = r(m0 + axj+1) = 0 elde

ederiz. Böylece

Mj+1 = Mj ⊕ R(m0 + axj+1)

eflitli¤ini kan›tlam›fl olduk. Tümevar›m varsay›m›-

na göre Mj, boyutu en fazla j olan özgür bir modül

oldu¤undan, geriye R(m0 + axj+1) modülünün 1

boyutlu özgür modül oldu¤unu kan›tlamak kald›.

Bu da oldukça kolay:

r a r(m0 + axj+1)

kural›yla tan›mlanm›fl 

R → R(m0 + axj+1)

modül homomorfizmas› elbette örtendir, ama ayn›

zamanda birebirdir de: r(m0 + axj+1) = 0 ise,

raxj+1 = −rm0 ∈ Rxj+1 ∩ Fj = 0  

olur ve xj+1 eleman› bir taban›n parças› oldu¤un-

dan bundan ra = 0 ç›kar. a ≠ 0 oldu¤undan, bun-

dan da r = 0 ç›kar. ■■

Sonuç 3. Zn’nin her altgrubu, bir i ≤ n için

Zi’ye eflyap›sald›r.

Sonuç 4. n tane eleman taraf›ndan gerilmifl bir

R-modülün her altmodülü en fazla n tane eleman-

la gerilmifltir.

Kan›t: M, n tane eleman taraf›ndan gerilmifl bir

modül ve N ≤ M bir altmodül olsun. Bu elemanla-

ra x1, x2, ..., xn diyelim. 

F = Rn = R × R × ... × R

olsun ve

ϕ(r1, r2, ..., rn) = r1x1 + r2x2 + ... + rnxn

kural›yla tan›mlanan

ϕ : F → M

modül homomorfizmas›n› ele alal›m. Bu, örten bir
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Teorem 2, sonsuz boyutlu özgür modüller

için de geçerlidir. Ama bu sefer, Zorn Önsav›’n›

kullan›p taban› bir ordinalle iyis›ralay›p ordinal-

ler üzerine tümevar›m yapmak ve ayr›ca Zorn

Önsav›’n› (ikinci bir kez) ak›ll›ca kullanmak ge-

rekir. E¤er α bir ordinalse, Mα+1 için kan›t ay-

nen yukardaki gibidir ama λ bir limit ordinalse, 

Mλ = ∪α<λ Mα
olarak tan›mlanan Mλ altmodülü için isteneni

kan›tlayamay›z çünkü Mα’lar özgür olsalar da

Mλ özgür olmayabilir. Örnek: R = Z, λ = ω = N,

Mn = (1/n!)Z ve Mλ = ∪n<ω Mn = Q olur ve

Mn’ler özgür olmalar›na karfl›n bileflimleri olan

Q özgür bir Z-modül de¤ildir. (Neden?) Zorn

Önsav›’n› biraz daha usturuplu bir biçimde kul-

lanmak gerekir. Bunun kan›t›n› bir baflka yaz›da

gösteririz. Bu yaz›dan›n Teorem 9’unda benzer

bir yöntem kullan›l›yor.



homomorfizmad›r. Teorem 1’e göre ϕ−1(M), boyu-

tu en fazla n olan özgür bir modüldür. E¤er, y1, y2,

..., ym elemanlar› ϕ−1(M)’yi geriyorlarsa, o zaman,

ϕ(y1), ϕ(y2),, ..., ϕ(ym) elemanlar› M’yi gerer. ■■

E¤er bir RM sol modülde her r ∈ R \ {0} ve her

m ∈ M \ {0} için rm ≠ 0 oluyorsa, o zaman M’ye

burulmas›z halka denir. (‹ngilizcesi torsion-free)

Teorem 5. Sonlu say›da (diyelim n tane) ele-

man taraf›ndan gerilmifl ve burulmas›z olan bir

modül özgürdür ve en fazla n tane eleman taraf›n-

dan gerilmifltir.

Kan›t: Modüle M diyelim. M’nin x1, x2, ..., xn

elemanlar› taraf›ndan gerildi¤ini varsayal›m.

Birinci Kan›t: n üzerine tümevar›m yapaca¤›z.

E¤er n = 0 ya da 1 ise kan›tlayacak fazla bir fley

yok. fiimdi teoremin n’den az üreteçli modüller için

do¤ru oldu¤unu varsayal›m.

N = 〈x1, x2, ..., xn−1〉
olsun. Tümevar›m varsay›m›ndan dolay› N özgür

bir modüldür ve boyutu en fazla n − 1’dir. Ve el-

bette M = N + Rxn eflitli¤i geçerlidir.

I = {r ∈ R : rxn ∈ N}

olsun. I’nin bir ideal oldu¤u bariz. E¤er I = 0 ise o

zaman, M = N ⊕ Rxn eflitli¤i geçerlidir ve bu du-

rumda istenen kan›tlanm›flt›r. Bundan böyle I ’nin 0

olmad›¤›n› varsayal›m. I = aR olsun. Elbette a ≠ 0.

fiimdi

ϕ(x) = ax

kural›yla tan›mlanm›fl,

ϕ : M → M

homomorfisine bakal›m. a ≠ 0 ve M burulmas›z ol-

du¤undan, ϕ birebirdir. Demek ki,

M ≈ ϕ(M).

Öte yandan, a’n›n ve I ’n›n tan›mlar›ndan dolay›,

ϕ(M) = aM = a(N + Rxn) = aN + Raxn ≤ N.

Yani ϕ(M), N’nin bir altmodülü. Ama N özgür.

Demek ki Teorem 2’ye göre ϕ(M) de özgür. Dola-

y›s›yla M de özgürdür.

‹kinci Kan›t: y1, ..., ym elemanlar›, x1, x2, ...,

xn aras›ndan seçilmifl lineer ba¤›ms›z maksimal sa-

y›da eleman olsun. (Ya da y1, ..., ym elemanlar›

M’nin maksimal say›da lineer ba¤›ms›z elemanlar›

olsun; kan›tta bir de¤ifliklik olmaz.)  Demek ki 

〈y1, ..., ym〉
özgür bir modüldür. {y1, ..., ym} kümesinin maksi-

malli¤inden dolay›, her i = 1, ..., n için, 

xi, y1, ..., ym

elemanlar› aras›nda bariz olmayan lineer bir ba-

¤›ml›l›k vard›r, yani öyle bir ri ∈ R \ {0} vard›r ki, 

rixi ∈ 〈y1, ..., ym〉
olur. r = r1r2 ... rn ≠ 0 olsun. O zaman her i = 1, ...,

n için, 

rxi ∈ 〈y1, ..., ym〉
olur, yani 

rM ≤ 〈y1, ..., ym〉
olur. fiimdi, 

ϕ(x) = rx

kural›yla tan›mlanm›fl,

ϕ : M → 〈y1, ..., ym〉
homomorfizmas›na bakal›m. M burulmas›z oldu-

¤undan, ϕ birebirdir. Demek ki,

M ≈ ϕ(M) ≤ 〈y1, ..., ym〉
ve ϕ(M), dolay›s›yla M de, Teorem 2’ye göre özgür

bir halkad›r. ■■

E¤er m ∈ M eleman›, bir r ∈ R \ {0} için rm = 0

eflitli¤ini sa¤l›yorsa, m’ye burulmal› eleman denir.

M’nin 0 eleman› elbette burulmal› bir elemand›r.

E¤er M özgür bir halkaysa (örne¤in bir vektör uza-

y›ysa), M’nin sadece 0 eleman› burulmal›d›r. E¤er R

bir bölüm halkas›ysa, burulmal› elemanlar kümesi

bir altmodül olur. Bunun basit kan›t› okura b›rak›l-

m›flt›r. (E¤er R bir bölüm halkas› de¤ilse, bu yanl›fl-

t›r. Örne¤in Z/6Z’yi bir Z/6Z-modül olarak görür-

sek, 2 ve 3 burulmal› elemanlard›r ama toplam›

olan 5, yani −1, burulmal› bir eleman de¤ildir.)

fiimdi Teorem 1’in kan›t›nda önemli bir ad›m

ataca¤›z:

Teorem 6. M sonlu say›da (diyelim n tane) ele-

man taraf››ndan gerilen bir modül olsun. T, M’nin

burulmal› elemanlar›ndan oluflan altmodül olsun.

O zaman boyutu n’den küçükeflit olan özgür bir F

altmodülü için, M = T ⊕ F olur. (Yani T, M’de ay-

r›fl›r ve tümleyeni özgürdür.) Ayr›ca (Sonuç 4’e gö-

re) T de sonlu eleman taraf›ndan gerilir.

Kan›t: M/T burulmas›zd›r ve sonlu eleman ta-

raf›ndan gerilmifltir ve geren eleman say›s› en fazla

m’dir. (Bunun kolay kan›t› okura b›rak›lm›flt›r.)

Demek ki bir önceki teoreme göre M/T özgür bir

halkad›r. x1
− , x2

− , ..., x−k elemanlar› M/T ’yi özgürce

gersinler. k ≤ n olmal› elbette. F = 〈x1, x2, ..., xk〉
olsun. x1, x2, ..., xk elemanlar› aras›ndaki herhan-

gi bir lineer ba¤›ml›l›k, izdüflümle an›nda x1
− , x2

− , ...,

x−k elemanlar›na sirayet etti¤inden, x1, x2, ..., xk
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elemanlar› lineer ba¤›ms›zd›r; dolay›s›yla F özgür

bir halkad›r.

M = T + F eflitli¤i oldukça kolay. m ∈ M ise,

M/T’nin m− eleman›, r1, r2, ..., rk ∈ R için,

m− = r1x1
− + r2x−2 + ... + rkx−k

olarak yaz›l›r; dolay›s›yla,

m − (r1x1 + r2x2 + ... + rkxk) ∈ T

olur. Bu da m ∈ F + T demektir.

fiimdi T ∩ F = 0 eflitli¤ini kan›tlayal›m: E¤er

F’nin

r1x1 + r2x2 + ... + rkxk

eleman› T’deyse, o zaman bir a ∈ R \ {0} için 

a(r1x1 + r2x2 + ... + rkxk) = 0

olur, yani

ar1x1 + ar2x2 + ... + arkxk = 0

olur. Ama xi’ler lineer ba¤›ms›z olduklar›ndan,

bundan, her i için, ari = 0 ç›kar, yani ri = 0, demek

ki r1x1 + r2x2 + ... + rkxk = 0. ■■

Yukardaki kan›t asl›nda flu daha genel teore-

min kan›t›d›r:

Teorem 7. ϕ : M → N bir modül homomorfisi

olsun. N özgür bir modül olsun. O zaman M’nin

öyle bir F özgür modülü vard›r ki ϕ|F, F ile N ara-

s›nda bir izomorfidir ve M = F ⊕ Ker ϕ olur.

Kan›t: Aynen yukardaki teorem gibi... Art›k

kolay olmas› gereken kan›t› okura b›rak›yoruz. ■■

Teorem 6, Teorem 7’den flöyle ç›kar: N = M/T

ve ϕ : M → M/T = N do¤al izdüflüm olsun. O za-

man Ker ϕ = T ve hemen Teorem 6’y› elde ederiz.

Demek ki, Teorem 6’ya göre burulmal› (ve

sonlu eleman taraf›ndan gerilen) modülleri s›n›f-

land›rd›k m› Teorem 1’i de kan›tlam›fl oluruz. Ön-

ce bir tan›m. M bir modül ve p ∈ R bir asal olsun.

Mp = {m ∈ M : bir n ∈ N için pnm = 0}

olsun. Mp’nin M’nin bir altmodül oldu¤unun kan›-

t› kolayd›r. E¤er p ve q yandafl (‹ngilizcesi associ-

ate) asallarsa, Mp = Mq olur. Bundan böyle, her

asal yandafll›k s›n›f› için bir p asal›n›n seçildi¤ini

varsayaca¤›z.

Örne¤in, R = Z ve M = Z/6Z ise, M2 = 3M, M3

= 2M ve ±2 ve ±3’ten de¤iflik asallar için Mp = 0’d›r.

Mp’ye M’nin p-baflat altmodülü diyelim. Mp

gibi, her m eleman› için pnm = 0 eflitli¤ini sa¤layan

bir n do¤al say›s› olan modüllere p-burulmal› mo-

dül diyelim.

Teorem 8. Her M modülü için, 

〈Mp : p ∈ R, p asal〉 = ⊕p asal Mp

olur. E¤er M burulmal›ysa,

M = ⊕p asal Mp

olur. 

Kan›t: Önce birinci önermeyi kan›tlayal›m.

Kan›tlamam›z gereken fley flu: E¤er p1, p2, .., pn

sonlu say›da de¤iflik (yani yandafl olmayan) asalsa

ve her i içim mi ∈ Mpi
ise ve Σi mi = 0 ise o zaman

her i için mi = 0 olur. Kan›tlayal›m. Diyelim, ki do-

¤al say›s› için, pi
kimi =  0. O zaman

m1 = m2 + ... + mn

oldu¤undan, öyle k1, k2, .., kn do¤al say›lar› vard›r

ki, hem

p1
k1m1 =  0

hem de

p2
k2 ... pn

knm1 =  0

olur. Ama R’nin p1
k1 ve p2

k2 ... pn
kn elemanlar› bir-

birine asallar. Demek ki öyle u, v tamsay›lar› var ki,

up1
k1 + vp2

k2 ... pn
kn = 1

olur. O zaman da,

m1 =  1m1 = (up1
k1 + vp2

k2 ... pn
kn)m1

= up1
k1m1 + vp2

k2 ... pn
knm1 = 0 + 0 = 0 

olur.

fiimdi de ikinci önermeyi kan›tlayal›m: m ∈ M

rastgele bir eleman olsun. 0 ≠ a ∈ R eleman› am =

0 eflitli¤ini sa¤las›n. a’y› asallar›na ay›ral›m:

a = up1
k1 ... pn

kn.

Burada u in R* ve pi’ler biraz önce seçti¤imiz bir-

birinden de¤iflik asallar. Her i = 1, ..., n için,

bi = a/pi
ki

olsun. O zaman

pi
kibim = am = 0

olur, yani bim ∈ Mpi
. R’nin b1, ..., bn elemanlar›

aralar›nda asald›r, yani (tersinir elemanlar d›fl›nda)

ortak bölenleri olamaz. Dolay›s›yla 〈b1, ..., bn〉 = R

ve R’nin 

1 = r1b1 + ... + rnbn

eflitli¤ini sa¤layan r1, ..., rn elemanlar› vard›r. De-

mek ki,

m = 1m = (r1b1 + ... + rnbn)m

= r1b1m + ... + rnbnm

eflitli¤i geçerlidir ve bundan da

m ∈ Mp1
+ ... + Mpn

ç›kar. Demek ki M = 〈Mp : p ∈ R, p asal〉 ve birin-

ci k›s›mdan dolay› teorem kan›tlanm›flt›r. ■■

Teorem 6 ve 8’e göre sonlu eleman taraf›ndan

gerilmifl p-burulmal› halkalar› s›n›fland›rmal›y›z;
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bunlar›n tek üreteçli modüllerin direkt toplam› ol-

du¤unu kan›tlamal›y›z. Daha iyisini yapaca¤›z.

Teorem 9. M, p-burulmal› ama derecesi sonlu

olan bir modül olsun; yani bir t do¤al say›s› için

ptM = 0 olsun. O zaman I1, I2, .., It göstergeç kü-

meleri için,

izomorfizmas› do¤rudur. 

Uzun sürecek olan kan›t› t üzerine tümevar›m-

la yapaca¤›z. Ama önce kendi bafl›na önemi olan

birkaç önsav kan›tlayal›m.

Önsav 10. p ∈ R asal bir eleman ve t > 0 bir

do¤al say› olsun. O zaman

p(R/ptR) = {r− ∈ R/ptR : pt−1r− = 0
−
}

olur.

Kan›t: (⊆) Her r− ∈ R/ptR için pt−1(pr−) = ptr− 0
−

oldu¤u için çok bariz.

(≤) r− ∈ R/ptR eleman› pt−1r− = 0
−

eflitli¤ini sa¤-

las›n. O zaman pt−1r ∈ ptR olur, yani bir s in R

için, pt−1r = pts olur. R bir bölge oldu¤undan, bun-

dan, r = ps ç›kar, yani r− = ps− ∈ p(R/ptR). ■■

Sonuç 11. p ∈ R asal bir eleman ve t > 0 bir do-

¤al say› olsun. I bir göstergeç kümesi olsun. O za-

man

p(⊕I R/ptR) = {r− ∈ ⊕I R/ptR : pt−1r− = 0
−
}

olur. ■■

Önsav 12. M, p-burulmal› ama derecesi sonlu

olan bir modül olsun; yani bir t do¤al say›s› için

ptM = 0 olsun. Ayr›ca pt−1M ≠ 0 olsun. N, M’nin

⊕I R/ptR

modülüne izomorf olan bir altmodülü olsun. O za-

man bir P altmodülü için,

M = N ⊕ P

olur.

Kan›t: Zorn Önsav›’n› kullanaca¤›z. (M sonlu

say›da eleman taraf›ndan geriliyorsa, Zorn Önsa-

v›’na gerek yok. Zorn Önsav›’ndan hofllanmayan

gençler bu paragraf› atlay›p bir sonraki paragrafa

geçebilirler.

Z = {S ≤ M : S ∩ N = 0}

olsun. Z ’yi altküme (yani altmodül) olma iliflkisiy-

le s›ralayal›m. Zorn Önsav›’n› uygulamak için

Z’nin her zincirinin (yani tan›mlanan s›ralama için

her tams›ral› altkümesinin) Z ’de bir üsts›n›r› oldu-

¤unu kan›tlamam›z gerekiyor. Nitekim (Sj)j∈J,

Z’nin bir zinciri olsun. Yani her j, k ∈ J için ya Sj

≤ Sk ya da Sk ≤ Sj olsun. O zaman ∪j ∈ J Sj’nin bir

modül oldu¤u ve N ile kesiflmedi¤i, dolay›s›yla bu

modülün Z ’de oldu¤u ve ayr›ca her Sj’yi içerdi¤i,

yani her Sj’den büyük oldu¤u bariz. Bir baflka de-

yiflle, ∪j ∈ J Sj modülü (Sj)j∈J zincirinin Z’de bir

üsts›n›r›d›r (asl›nda en küçük üsts›n›r›d›r.) Demek

ki Zorn Önsav›’n› uygulay›p Z’nin maksimal bir

eleman› oldu¤unu buluruz. Bu maksimal elemana

S diyelim. 

Zorn Önsav› k›sm›n› atlayanlar için: S’nin flu

özelli¤i önemli: S, M’nin N ile kesiflmeyen (daha

do¤rusu 0’da kesiflen) en büyük altmodüllerinden

biridir (genelllikle birden fazla vard›r bu altmodül-

lerden), S’den büyük her altmodül N’yi 0’dan de¤i-

flik bir altmodülde keser.

Elbette 

〈N, S〉 = N + S = N ⊕ S.

fiimdi M’nin N + S’ye eflit oldu¤unu kan›tlayal›m.

Tam tersine N + S < M eflitsizli¤ini varsay›p bir çe-

liflki elde edece¤iz.

Madem ki N + S < M, M’de olup da N + S’de

olmayan bir eleman vard›r. Böyle bir elemana m

diyelim. Safl›k derecesine varan iyimser bir günü-
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müzde 〈S, m〉 ∩ N = 0 eflitli¤ini kan›tlay›p S’nin

Z’de maksimalli¤ine karfl›örnek oldu¤unu kan›tla-

maya çal›flabilirdik ama bu yanl›fl, çünkü e¤er ola-

¤anüstü flansl› bir günümüzde de¤ilsek, yani do¤ru

m’yi seçmemiflsek, 〈S, m〉 modülü N ile kesiflir ve

dolay›s›yla Z’de olmaz. m’yi do¤ru bir m ile de¤ifl-

tireece¤iz.

m ∉ N + S ama ptm = 0 ∈ N + S.

m, pm, p2m, ..., ptm

dizisine bakal›m. ‹lk terim N + S’de de¤il ama son

terim N + S’de. i do¤al say›s› pim’nin N + S’de ol-

mad›¤› en büyük do¤al say› olsun. demek ki,

pim ∉ N + S ve pi+1m ∈ N + S.

Demek ki m eleman› yerine pim eleman›n› al›p 

m ∉ N + S ve pm ∈ N + S.

varsay›m›n› yapabiliriz.

n ∈ N ve s ∈ S için,

pm = n + s

olarak yazal›m. O zaman,

pt−1n + pt−1s = pt−1(n + s) = pt−1(pm) = ptm = 0

olur, yani 

pt−1n = −pt−1s ∈ N ∩ S = 0

olur. 

N ≈ ⊕I R/ptR izomorfisini an›msay›p, Sonuç

11’i uygulayal›m: Öyle bir n1 ∈ N vard›r ki, 

n = pn1

olur. Demek ki,

pm = n + s = pn1 + s

ve

p(m − n1) = pm − pn1 = pm − n = s ∈ S.

fiimdi,

m − n1 ∉ N + S ve p(m − n1) ∈ S

oldu. Art›k m yerine m − n1 al›p,

m ∉ N + S ve pm ∈ S

varsay›mlar›n› yapabiliriz.

Yukarda kulland›¤›m›z n ve s elemanlar›n›

unutal›m. Mutlu sona bir ad›mc›k kald›:
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fiimdi 〈S, m〉 ∩ N = 0 eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z

ve bu da S’nin maksimalli¤iyle çeliflecek.

〈S, m〉 ∩ N kesifliminden herhangi bir n elema-

n› alal›m. Bu eleman›, s ∈ S ve r ∈ R için,

n = s + rm ∈ 〈S, m〉 ∩ N

olarak yazabiliriz. Demek ki

rm = n − s ∈ N + S.

r, p’ye asal olamaz, çünkü aksi halde, 

pm ∈ S ≤ N + S

oldu¤undan, m ∈ N + S olurdu. (Neden?) Demek

ki p, r’yi bölüyor; diyelim u ∈ R için, r = pu. O za-

man,

rm = (pu)m = u(pm) ∈ S

olur ve buradan da

n = s + rm ∈ S ∩ N = 0

ç›kar. Önsav 12’yi kan›tlad›k. ■■

Teorem 9’un Kan›t›: t üzerine tümevar›mla ka-

n›tlayaca¤›z. 

Birinci Ad›m: Önce M’nin,

⊕I R/ptR

modülüne izomorf en büyük altmodülünü bulaca-

¤›z. Bunun için Zorn Önsav›’n› dikkatlice kullana-

ca¤›z. (E¤er M sonlu eleman taraf›ndan geriliyorsa,

Zorn Önsav›’na ihtiyaç yok.)

Z = {(mi)i ∈ α : α bir ordinal, 

her i ∈ α için mi ∈ M,  

〈mi : i ∈ α〉 = ⊕i∈α Rmi,

Rmi ≈ R/ptR}.

Z’yi flöyle s›ralayal›m: (mi)i ∈ α ve (ni)i ∈ β,

Z’nin iki eleman›ysa, (mi)i ∈ α ≤ (ni)i ∈ β koflulu flu

anlama gelsin: α, β’n›n bir bafllang›ç dilimidir ve

her i ∈ α için mi = ni olur.

Zorn Önsav›’n› kullanmak için, Z’nin her zin-

cirinin Z’de bir üsts›n›r› oldu¤unu kan›tlayal›m.

((mj,i)i∈α(j))j∈J Z’den bir zincir olsun. O za-

man, kolayca görülebilece¤i üzere,

∪j∈J (mj,i)i ∈ α(j),

Z’nin bir eleman›d›r ve zincirin bir üsts›n›r›d›r (as-

l›nda en küçük üsts›n›r›d›r.)

Demek ki Z’ye Zorn Önsav›’n› uygulayabiliriz.

(mi)i∈α, Z’nin bir maksimal eleman› olsun.

N = 〈mi : i ∈ α〉 = ⊕i∈α Rmi ≈ ⊕i∈α R/ptR}

olsun.

Al›flt›rma. M sonlu eleman taraf›ndan gerilmifl-

se, birinci ad›m› Zorn Önsav›’n› kullanmadan ka-

n›tlay›n.

Bir önceki Önsava göre, N ⊕ S = M eflitli¤ini

sa¤layan bir S ≤ M vard›r.

‹kinci Ad›m: pt−1S = 0.

E¤er S ’de pts = 0 eflitli¤ini sa¤layan ama pt−1s

= 0 eflitli¤ini sa¤lamayan bir eleman varsa, o za-

man, (mi)i∈α ailesinin en sonuna s eleman›n› ekle-

yerek, (mi)i∈α ailesinin Z ’nin maksimal bir elema-

n› oldu¤uyla çelifliriz. Demek ki pt−1S = 0.

fiimdi S ’ye tümevar›m varsay›m›n› uygularsak,

Teorem 9 kan›tlanm›fl olur. ■■ ■■

Art›k Teorem 1’i kan›tlayabiliriz.

Teorem 1’in Kan›t›. M, sonlu say›da eleman

taraf›ndan gerilmifl bir R-modül olsun. T, M’nin

burulmal› elemanlardan oluflan altmodülü olsun.

Teorem 6’ya göre, özgür bir F altmodülü için, 

M = T ⊕ F

olur. Sonuç 4’e göre T ve F sonlu say›da eleman ta-

raf›ndan (en fazla M’yi geren eleman kadar ele-

manla) gerilmifllerdir. Demek ki,

F ≈ R × ... × R.

Teorem 8’e göre,

T = ⊕p asal Mp.

T sonlu eleman taraf›ndan gerildi¤inden, sadece

sonlu tane p asal› için Mp ≠ 0’d›r. Demek ki, sonlu

say›da p1, ..., pk asal› için

Sonuç 4’e göre her Mpi
sonlu eleman taraf›ndan ge-

rilmifltir, diyelim x1, ..., xr taraf›ndan. Her j = 1, ...,

r için, kj do¤al say›s› pi
kjxj = 0 eflitli¤ini sa¤l›yorsa,

o zaman k = max{p1
k1, ..., p1

kr} için pi
kxj = 0 ve do-

lay›s›yla pi
kMpi

= 0 eflitli¤i sa¤lan›r. Demek ki Te-

orem 9’un varsay›mlar› sa¤lanm›flt›r ve

eflitli¤i belli bir t(pi) do¤al say›s› ve Ipi,j
göstergeç

kümeleri için sa¤lan›r. Nihai sonuç,

olur. ■■
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