Matematik Diinyasi, 2003 Kis

TUIB Uzerine Modiiller

Degismeli, sifir boleni olmayan (rs = 0 ise ya r
ya da s = 0) ve her ideali tek bir eleman tarafindan
tiretilen halkalara kisaca TUIB (tek tiretecli ideal
bolgesi) denildigini animsatalim. (Ingizilicesi PID)
Bu yazidaki tim modiller, aksi soylenmedikge,
TUIB olan bir R halkasi iizerine sol R-modiillerdir.

Bu yazida kanitlayacagimiz ana teorem su:

Teorem 1. M, sonlu sayida eleman tarafindan
gerilmis bir R-modiil olsun. O zaman, M, tek ele-
man tarafindan iiretilmis sonlu sayida altmodiiliin
Kartezyen carpimmdir.

Tek eleman tarafindan iiretilmis modiiller bir a
€ R i¢in R/aR’ye izomorf olduklarindan (neden?),
yukardaki teoremden, sonlu sayida eleman tarafin-
dan uretilmis bir modiiliin,

R/ayR x R/ayR x ... x Rla,R
sol R-modiline izomorf oldugu ¢ikar.

Bu teoremi kanitlamak i¢in herbiri digerinden
onemli ve yararli bircok sonug kanitlayacagiz. Sa-
dece sonuglar degil, sonuglara giden kanit yontem-
leri de onemlidir. Ayrica sonuglarimizin kimi za-
man gerekenden daha genel olacagini soyleyelim.

Teorem 2. F, R iizerine n boyutlu 6zgiir bir
modiil olsun. M < F olsun. O zaman M de 6zgiir-
diir ve boyutu en fazla ndir.

Kamt: F modulu, x4, xy, ..., x,, elemanlar tara-
findan ozgiirce gerilmis olsun. Her j = 0, 1, ..., 7 igin
F,- = (X1 XDy ey xi)

ve

M;=MnF,
tanimlarini yapalim. F = 0 ve F,, = F esitliklerine
dikkatinizi ¢ekeriz. Her F;, boyutu j olan ézgiir bir
altmodiildiir ve her M; bir altmodiildiir.

M,, = M oldugundan, her M;nin boyutu en faz-
la j olan 6zgiir bir modiil oldugunu kanitlamak ye-
terli. Bunu j Uizerine timevarimla yapacagiz.

Eger j = 0 ise, M) = 0 oldugundan, bu durum-
da sorun yok. Tumevarima baglayabiliriz; ama ka-
nit1 j = 1 durumunda da vermek aydinlatici olacak-
tir. Bunun iki degisik kanitini sunacagiz. (Bizim fa-
vorimiz ikinci kanittir.)

F
M
F;‘+1 =Rx; + Rxy + ... + Rx/. + Rxm
j+1]
M/. F/. =Rx; +Rxy + ... + Rx/.
M2 F, =Rx; + Rx,
F, = Rx
1 1
M,

j = 1 icin birinci kamt: Eger F; = 0 ise kanitla-
yacak fazla bir sey yok. Bundan boyle F; # 0 var-
sayimini yapahm.

MleﬁFleﬁRxl
oldugundan M;’in elemanlar1 bazi € R elemanla-
r1 i¢in 7xq bigiminde yazilir. Bu 7 elemanlarinin kii-
mesine bakalim:

I={reR:rxy € My}
olsun. Demek ki
Ml = le.

Ote yandan I’nin bir ideal oldugu belli. R bir TU-
IB oldugundan, bir a € R igin I = Ra. Dolayisiyla,
M = Ixq = Rax;.

Yani ax; elemant M; modiini geriyor; ama baka-
lim 6zgiirce mi geriyor: Eger 7, s € R icin r(axq) =
s(axy) ise, (ra)xy = (sa)xq olur. Ama x{, F’nin bir
tabaninin bir elemani oldugu i¢in, buradan ra = sa
elde ederiz. R’de sifirbolen olmadigindan, bundan

da 7 = s ¢ikar. Birinci kanit tamamlanmustir.

j =1 icin ikinci kanit: Fy, bir eleman tarafindan
gerilmis 6zgiir modil oldugundan, F; ~ R olur.
(Sozkonusu olan modiil izomorfizmasidir elbet,
bagka bir izomorfizma olamaz.) Dolayisiyla R’nin
altmodullerinin boyutu en fazla 1 olan 6zgur mo-
diil olduklarini kanitlamali. Ama R’nin R altmo-
dillerinin R’nin idealleridir ve R’nin idealleri de bir
a € R igin aR bigimindedir. Eger a # 0 ise,

7> ar
kuraliyla tanimlanan f : R — aR fonksiyonu bir R-
moddl izomorfizmasi oldugundan, aR ~ R ve kanit
tanmimlanmugtir.
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Tiimevarim Adime: $imdi M/nin boyutu en
fazla j olan ozgiir bir modiil oldugunu varsayip
M;,’in boyutu en fazla j olan ézgiir bir modiil ol-
dugunu kanitlayalim.

Eger M;,; = M; ise, isimiz bitmistir. Bundan
boyle M; < M, esitsizligini varsayalim.

M;,1 < Fj,q oldugundan, M, ;’nin her eleman,
m € F;ver € Rigin

m + rx,-+1
bi¢iminde yazilir. xj,’in katsayilarnin kiimesine
bakalim:

I'={r e R:Birm e F;icinm + rxj,1 € Mj,q}
olsun. I'nin bir ideal oldugunu gormek kolay. De-
mek ki bir 2 € R igin I = Ra. Bu arada, M; < M;,4
esitsizliginden dolay1 a’nin 0 olamayacagini gorelim,
ilerde gerekecek. Madem ki a € I, 6yle bir m € F;
vardir ki,

mg +axj, € M
olur. $imdi M;,’den rastgele bir 72 elemani alalim.
my € Fjver e Rigin,

m =mni + rx]-+1
bi¢iminde yazalim. Tanima gore, r € I = Ra, de-
mek ki bir s € R igin 7 = sa. Simdi su hesab1 yapa-
lim:
m—s(mg + axj,1) = (mq + rx;q) — s(mg + ax;,q)
= (my + sax;j, 1) — s(mg + ax;,q)
=mq — Smy.
Demek ki Mj,{’in m — s(m + ax;,;) eleman1 F;’nin
mq — smy elemanina esit, yani
m — S(WZO + ax]-+1) € M]'+1 M F] = MI.
Bundan da
m € M; + R(mg + ax;,q)
¢ikar. Demek ki

Ml'+1 < M] + R(WZO + ax]-+1).
Diger igindelik bariz oldugundan,

M1 = M; + R(mg + ax;,q)
buluruz. Simdi toplamin direkt oldugunu gostere-
lim:

m € M; N R(mg + ax;,q)
olsun. O zaman bir 7 € R igin,
m = r(mg + ax;, )
olur, yani
raxj,y =m—rmgy € F;

olur. Ama xq, x, ..., X}, x;,1 elemanlart lineer ba-
gimsiz olduklarindan, bundan ra = 0 ¢ikar. a = 0
oldugundan, r = 0 ve m = r(mg + ax;,1) = 0 elde
ederiz. Boylece

M]'+1 = M/ ) R(WZO + dx]'+1)
esitligini kanitlamig olduk. Tiimevarim varsayimi-

na gére M;, boyutu en fazla j olan dzgiir bir modiil
oldugundan, geriye R(m + ax;,;) modiliniin 1
boyutlu 6zgiir modiil oldugunu kanitlamak kaldi.
Bu da oldukca kolay:

r> r(mg + ax;,q)
kuraliyla tanimlanmig

R — R(myg + ax;,q)
modil homomorfizmasi elbette 6rtendir, ama ayni
zamanda birebirdir de: 7(m + ax;,q) = 0 ise,

i
raxj,1 = —rmgy € Rx; ;1 N F;=0
olur ve x;,1 elemani bir tabanin parcasi oldugun-
dan bundan ra = 0 ¢ikar. a # 0 oldugundan, bun-

dan da r = 0 ¢ikar. OJ

Teorem 2, sonsuz boyutlu 6zgiir modiiller
icin de gecerlidir. Ama bu sefer, Zorn Onsavi’ni
kullanip tabani bir ordinalle iyisiralayip ordinal-
ler tizerine tiimevarim yapmak ve ayrica Zorn
Onsavr’mi (ikinci bir kez) akillica kullanmak ge-
rekir. Eger a bir ordinalse, M, icin kanit ay-
nen yukardaki gibidir ama A bir limit ordinalse,

My, = Uga My,
olarak tamimlanan M, altmodilii i¢in isteneni
kanitlayamayiz ¢inkit M, ’lar 6zgiir olsalar da
M, 6zgiir olmayabilir. Ornek: R=Z, A = o = N,
M, = (1/nN)Z ve M; = U,_., M, = Q olur ve
M, ler 6zgiir olmalarina karsin bilegimleri olan
Q ozgiir bir Z-modil degildir. (Neden?) Zorn
Onsavr’'ni biraz daha usturuplu bir bicimde kul-

n<m

lanmak gerekir. Bunun kanitini bir bagka yazida
gosteririz. Bu yazidanin Teorem 9’unda benzer
bir yontem kullaniliyor.

Sonug 3. Z%nin her altgrubu, bir i < n icin
Z?ye esyapisaldsr.

Sonug 4. # tane eleman tarafindan gerilmis bir
R-modiiliin her altmodiilii en fazla n tane eleman-
la gerilmistir.

Kanit: M, 7 tane eleman tarafindan gerilmis bir
modil ve N £ M bir altmodiil olsun. Bu elemanla-
ra xq, Xy, .., x,, diyelim.

F=R"=R xR x..xR

olsun ve
Q715 72y ooy T) = 11X + 12X + oo + T,X,,
kuraliyla tanimlanan

¢o:F>M
modiil homomorfizmasimi ele alalim. Bu, 6rten bir
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homomorfizmadir. Teorem 1’e gore ¢~1(M), boyu-
tu en fazla » olan 6zgiir bir moduldur. Eger, yq, v,
weos Yy, €lemanlart = 1(M)yi geriyorlarsa, o zaman,

O(Y1)s O(¥2)5s -es ®(y,,,) elemanlart M’yi gerer. [

Eger bir M sol modiilde her » € R\ {0} ve her
m € M\ {0} i¢in rm # 0 oluyorsa, o zaman M’ye
burulmasiz balka denir. (Ingilizcesi torsion-free)

Teorem 5. Sonlu sayida (diyelim n tane) ele-
man tarafindan gerilmis ve burulmasiz olan bir
modiil bzgiirdiir ve en fazla n tane eleman tarafin-
dan gerilmistir.

Kamt: Modiile M diyelim. M’nin x1, x5, ..., X,
elemanlar tarafindan gerildigini varsayalim.

Birinci Kanit: # tizerine timevarim yapacagiz.
Eger n = 0 ya da 1 ise kanitlayacak fazla bir sey
yok. Simdi teoremin 7’den az tiretecli modiiller i¢in
dogru oldugunu varsayalim.

N = {x1, x5 ves X,,_1)
olsun. Tumevarim varsayimindan dolayr N ozgiir
bir modiildiir ve boyutu en fazla n — 1°dir. Ve el-
bette M = N + Rx,, esitligi gecerlidir.
I={reR:rx, e N}
olsun. I’nin bir ideal oldugu bariz. Eger I = 0 ise o
zaman, M = N @ Rx,, esitligi gecerlidir ve bu du-
rumda istenen kanitlanmigtir. Bundan boyle I’nin 0
olmadigini varsayalim. I = aR olsun. Elbette a # 0.

Simdi

o(x) = ax
kuraliyla tanimlanmus,
o:M—->M

homomorfisine bakalim. a # 0 ve M burulmasiz ol-
dugundan, ¢ birebirdir. Demek ki,
M = o(M).

Ote yandan, @’nin ve I’min tanimlarindan dolayz,
¢(M) =aM = a(N + Rx,)) = aN + Rax,, < N.
Yani ¢(M), N’nin bir altmodili. Ama N ozgiir.
Demek ki Teorem 2’ye gore ¢(M) de 6zgiir. Dola-

yistyla M de 6zguirdir.

Ikinci Kanit: yq, ..., y,, elemanlari, xq, x5, ...,
x,, arasindan segilmis lineer bagimsiz maksimal sa-
yida eleman olsun. (Ya da yq, ..., v,, elemanlar:
M’nin maksimal sayida lineer bagimsiz elemanlari
olsun; kanitta bir degisiklik olmaz.) Demek ki

<y1’ ) ym)

Ozguir bir moduldir. {yq, ..., ¥,,} kiimesinin maksi-
malliginden dolayi, her i = 1, ..., # igin,

Xis V15 =5 Ym
elemanlar1 arasinda bariz olmayan lineer bir ba-

gimhlik vardir, yani 6yle bir ; € R\ {0} vardir ki,
7%; € Y15 woos Vo)
olur. r =717, ... 7,,# 0 olsun. O zaman heri =1, ...,
7 icin,
7% € (V15 w0r V)
olur, yani
TM S (Y15 voes Vi)
olur. Simdi,
o(x) = rx
kuraliyla tanimlanmus,

@ M= y15 e V)
homomorfizmasina bakalim. M burulmasiz oldu-
gundan, ¢ birebirdir. Demek ki,
ve (M), dolayisiyla M de, Teorem 2’ye gore 6zgiir
bir halkadir. O

Eger m € M elemany, bir » € R\ {0} igin rm =0
esitligini sagliyorsa, n’ye burulmal eleman denir.
M’nin 0 elemani elbette burulmali bir elemandir.
Eger M 6zgur bir halkaysa (6rnegin bir vektor uza-
yiysa), M’nin sadece 0 elemani burulmalidir. Eger R
bir boliim halkastysa, burulmali elemanlar kiimesi
bir altmodiil olur. Bunun basit kaniti okura birakil-
mugtir. (Eger R bir bolum halkasi degilse, bu yanls-
tir. Ornegin Z/62’yi bir Z/6Z-modiil olarak goriir-
sek, 2 ve 3 burulmali elemanlardir ama toplami
olan 5, yani —1, burulmali bir eleman degildir.)

Simdi Teorem 1’in kanitinda énemli bir adim
atacagiz:

Teorem 6. M sonlu sayida (diyelim n tane) ele-
man tarafundan gerilen bir modiil olsun. T, M’nin
burulmalr elemanlarindan olusan altmodiil olsun.
O zaman boyutu n’den kiiciikesit olan 6zgiir bir F
altmodiilii icin, M = T ® F olur. (Yani T, M’de ay-
risir ve tiimleyeni Gzgiirdiir.) Ayrica (Sonug 4e go-
re) T de sonlu eleman tarafindan gerilir.

Kanit: M/T burulmasizdir ve sonlu eleman ta-
rafindan gerilmistir ve geren eleman sayisi en fazla
m’dir. (Bunun kolay kaniti okura birakilmigtir.)
Demek ki bir onceki teoreme gore M/T 6zgur bir
halkadir. x4, x3, ..., X, elemanlart M/T’yi 6zgiirce
) Xp)
olsun. xq, xy, ..., x;, elemanlar1 arasindaki herhan-

gersinler. & < n olmali elbette. F = (x{, xy, ...

gi bir lineer bagimlilik, izdiisiimle aninda x4, x5, ...,
Xp, elemanlaria sirayet ettiginden, xq, x;, ..., X
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elemanlari lineer bagimsizdir; dolayisiyla F 6zgur
bir halkadir.
M = T + F esitligi oldukga kolay. m € M ise,
M/T’nin m elemany, 74, 75, ..., 7, € R igin,
M =T1X1 + 19X + e + TpX},
olarak yazilir; dolayisiyla,
m— (r1xq + 17Xy + . + 7pxg) € T
olur. Bu da m € F + T demektir.
Simdi T n F = 0 esitligini kanitlayalim: Eger
Fnin
T1X] + TOXp + e+ TpXp,
eleman1 T°deyse, 0 zaman bir a € R\ {0} icin
a(r1xq + 1%y + ... + 1pxp) = 0
olur, yani
arixq + aryxy + ..+ arpxp =0
olur. Ama x;ler lineer bagimsiz olduklarindan,
bundan, her i icin, ar; = 0 ¢ikar, yani 7; = 0, demek
ki 7921 + 79x9 + o + 7% = 0. 0J

Yukardaki kanit aslinda su daha genel teore-
min kanitidir:

Teorem 7. ¢ : M — N bir modiil homomorfisi
olsun. N ozgiir bir modiil olsun. O zaman M’nin
oyle bir F 6zgiir modiilii vardir ki @, F ile N ara-
sinda bir izomorfidir ve M = F ® Ker ¢ olur.

Kanit: Aynen yukardaki teorem gibi... Artik
kolay olmasi gereken kaniti okura birakiyoruz. [J

Teorem 6, Teorem 7’den soyle ¢ikar: N = M/T
ve @ : M - M/T = N dogal izdisim olsun. O za-
man Ker ¢ = T ve hemen Teorem 6’y1 elde ederiz.

Demek ki, Teorem 6’ya gore burulmali (ve
sonlu eleman tarafindan gerilen) modulleri sinif-
landirdik m1 Teorem 1°i de kanitlamis oluruz. On-
ce bir tanim. M bir modiil ve p € R bir asal olsun.

M, = {m € M : bir n € N igin p"m = 0}
olsun. M,’nin M’nin bir altmodiil oldugunun kani-
t1 kolaydir. Eger p ve g yandas (Ingilizcesi associ-
ate) asallarsa, M, = M, olur. Bundan boyle, her
asal yandaslhik sinifi i¢in bir p asalinin secildigini
varsayacagiz.

Ornegin, R = Z ve M = Z/6Z ise, My = 3M, M3
= 2M ve £2 ve £3’ten degisik asallar icin M, = 0°dur.

M,’ye M’nin p-basat altmodiilii diyelim. M,
gibi, her 7 elemani icin pm = 0 esitligini saglayan
bir # dogal sayis1 olan modiillere p-burulmal mo-
diil diyelim.

Teorem 8. Her M modiilii igin,
(M, :p e R,pasal) =D, . M,,
olur. Eger M burulmaliysa,
M = @p asal Mp
olur.

Kamit: Once birinci 6nermeyi kanitlayalim.
Kanitlamamiz gereken sey su: Eger P1> P25 -+ Pn
sonlu sayida degisik (yani yandas olmayan) asalsa
ve her i igim m; € M,, ise ve X;m; = 0 ise 0 zaman
her i i¢in m; = 0 olur. Kanitlayalim. Diyelim, k; do-
gal sayisi igin, pim; = 0. O zaman

my=my + ... +m,
oldugundan, oyle k4, k,, .., k,, dogal sayilari vardir
ki, hem

pikimy = 0

hem de

P2 oy = 0
olur. Ama R’nin pk1 ve p,k2 ... p,k» elemanlart bir-
birine asallar. Demek ki 6yle #, v tamsayilari var ki,

up K1+ vpyka L p ke =1
olur. O zaman da,
my = 1my = (upikr + vpyk2 ... p,frym,
= upRimy + vpyk2 . p ke =0+ 0=0

olur.

Simdi de ikinci 6nermeyi kanitlayalim: m € M
rastgele bir eleman olsun. 0 # a € R elemani am =
0 esitligini saglasin. @’y1 asallarina ayiralim:

a=upki ... pkn
Burada u in R* ve p;ler biraz 6nce sectigimiz bir-
birinden degisik asallar. Her i = 1, ..., 7 igin,
bi=alpfi
olsun. O zaman
pikibim =am=0
olur, yani bym € M,,. R'nin by, ..., b, elemanlan
aralarinda asaldir, yani (tersinir elemanlar diginda)
ortak bolenleri olamaz. Dolayisiyla (by, ..., b,) = R
ve R’nin
1=rby+..+r,b,
esitligini saglayan rq, ..., 7,, elemanlari vardir. De-
mek ki,
m=1m=(r\by + ... +r,b,)m
=rbm+..+r,b,m
esitligi gecerlidir ve bundan da
meM, +..+M,
cikar. Demek ki M = (M, : p € R, p asal) ve birin-
ci kisimdan dolayi teorem kanitlanmigtir. OJ

Teorem 6 ve 8’e gore sonlu eleman tarafindan
gerilmis p-burulmali halkalari siniflandirmaliyiz;
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bunlarin tek tretegli modillerin direkt toplami ol-
dugunu kanitlamaliyiz. Daha iyisini yapacagiz.

Teorem 9. M, p-burulmali ama derecesi sonlu
olan bir modiil olsun; yani bir t dogal sayisi icin
pM = 0 olsun. O zaman 14, 1,, .., I, gosterge¢ kii-
meleri icin,

M ~ @5:1(@1,. R/p"R)
izomorfizmast dogrudur.

Uzun siirecek olan kaniti ¢ tizerine tiimevarim-
la yapacagiz. Ama once kendi basina 6énemi olan
birka¢ 6nsav kanitlayalim.

Onsav 10. p € R asal bir eleman ve t > 0 bir

dogal sayi olsun. O zaman
p(R/pIR) = (¥ € R/ptR : pt=17 = 0}
olur.

Kanit: (c) Her 7 € R/p'R igin p==L(p7) = p'7 0
oldugu i¢in ¢ok bariz.

(2) 7 € R/p'R elemani pt=17 = 0 esitligini sag-
lasin. O zaman p*1r € p'R olur, yani bir s in R
icin, pt~1r = pts olur. R bir bélge oldugundan, bun-
dan, r = ps ¢ikar, yani 7 = ps € p(R/p‘R). O]

Sonug 11. p € R asal bir eleman ve t > 0 bir do-
gal sayi olsun. I bir gostergeg kiimesi olsun. O za-
man

p(@®; R/pIR) = (7 € ®; R/p'R : pt-17 = 0}
olur. [

Onsav 12. M, p-burulmali ama derecesi sonlu
olan bir modiil olsun; yani bir t dogal sayisi icin
pM = 0 olsun. Ayrica pt=IM # 0 olsun. N, M’nin

®; R/p'R
modiiliine izomorf olan bir altmodiilii olsun. O za-
man bir P altmodiilii icin,
M=N®P
olur.

Kamit: Zorn Onsav’ni kullanacagiz. (M sonlu
sayida eleman tarafindan geriliyorsa, Zorn Onsa-
vi'na gerek yok. Zorn Onsavi'ndan hoglanmayan
gengler bu paragrafi atlayip bir sonraki paragrafa
gegebilirler.

Z={S<M:S~N=0}
olsun. Z’yi altkiime (yani altmodiil) olma iligkisiy-
le siralayalim. Zorn Onsavi’'mi uygulamak icin
Z’nin her zincirinin (yani tanimlanan siralama igin

M

Z’nin elemanlar1
7 elemanla

x4

[

her tamsirali altkiimesinin) Z’de bir tistsinir1 oldu-
gunu kanitlamamiz gerekiyor. Nitekim (S));c),
Z’nin bir zinciri olsun. Yani her j, k € ] i¢in ya §;
< S ya da Sy < §; olsun. O zaman \J; _ ; §;'nin bir
modul oldugu ve N ile kesismedigi, dolayisiyla bu

M

< S/.’lerin birlesimi

S. Z’de bir zincir

modiiliin Z’de oldugu ve ayrica her §yi icerdigi,
yani her S/den biiyiik oldugu bariz. Bir baska de-
yisle, U, ¢ 15 modili (Sj)jej zincirinin Z’de bir
ustsiniridir (aslinda en kigiik istsiniridir.) Demek
ki Zorn Onsavr’ni uygulayip Z’nin maksimal bir
elemani oldugunu buluruz. Bu maksimal elemana
S diyelim.

Zorn Onsavi kismini atlayanlar icin: $’nin su
ozelligi 6nemli: S, M’nin N ile kesismeyen (daha
dogrusu 0’da kesisen) en buiyiik altmodullerinden
biridir (genelllikle birden fazla vardir bu altmodiil-
lerden), $’den biiytk her altmodul N’yi 0’dan degi-
sik bir altmodiilde keser.

Elbette

(N,S)=N+S=N®S.
Simdi M’nin N + S’ye esit oldugunu kanitlayalim.
Tam tersine N + S < M esitsizligini varsayip bir ¢ge-
ligki elde edecegiz.

Madem ki N + § < M, M’de olup da N + S’de
olmayan bir eleman vardir. Boyle bir elemana m
diyelim. Saflik derecesine varan iyimser bir giinii-
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mizde (S, m) N N = 0 esitligini kanitlayip $’nin
Z’de maksimalligine karsiornek oldugunu kanitla-
maya calisabilirdik ama bu yanls, ¢linkii eger ola-

M

N+S=N®S

ganusti sansh bir giinimiizde degilsek, yani dogru
m’yi segmemisgsek, (S, 72) moduli N ile kesisir ve
dolayisiyla Z’de olmaz. #2’yi dogru bir m ile degis-
tireecegiz.

m¢ N+Samaplm=0e N+S.

m, pm, p2m, ..., p'm
dizisine bakalim. Ilk terim N + S’de degil ama son
terim N + S°de. i dogal sayis1 pim’nin N + $’de ol-
madig1 en biiyiik dogal say1 olsun. demek ki,
pim e N+ Svep+lme N +8.
Demek ki 7 elemani yerine pim elemanini alip
meg N+ Svepme N+ 8.

varsayimini yapabiliriz.

M

N+S=N®S§

e—1o
©”

n e Nves e Sigin,
pm=n+s
olarak yazalim. O zaman,
ptln+ ptls = ptl(n + s) = p=~Lpm) = ptm = 0
olur, yani
prln=—ptlse NnS=0
olur.

N+§S=N®S§

N ~ @; R/p'R izomorfisini animsayip, Sonug
111 uygulayalim: Oyle bir 72; € N vardir ki,

n=pnyq
olur. Demek ki,
M
m e
N+S=N@®&S
S
pm‘ oS
N
"”=p”1

pm=n+s=png+s

ve
pim—ny)=pm—pny=pm—-n=seS.
Simdi,
m-ny e N+Svepm—mny) €S

oldu. Artik m yerine m — ny alip,

mg N+Svepme S
varsayimlarini yapabiliriz.

M

N+S=N®&S

Yukarda kullandigimiz # ve s elemanlarim
unutalim. Mutlu sona bir adimcik kaldi:
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Simdi (S, m) N N = 0 esitligini kanitlayacagiz
ve bu da $’nin maksimalligiyle ¢elisecek.
(S, m) N N kesisiminden herhangi bir 7 elema-
ni alalim. Bu elemani, s € S ve r € R i¢in,
n=s+rme (S, myn N
olarak yazabiliriz. Demek ki
m=n—seN+S.
7, p’ye asal olamaz, c¢iinkii aksi halde,
pme SSN+S
oldugundan, m € N + S olurdu. (Neden?) Demek
ki p, 7’yi boluyor; diyelim # € R igin, r = pu. O za-
man,
rm = (pu)m = u(pm) € S
olur ve buradan da
n=s+meSNN=0
cikar. Onsav 12’yi kanitladik. O

Teorem 9’un Kaniti: ¢ iizerine timevarimla ka-
nitlayacagiz.
Birinci Adim: Once M’nin,
@, R/p'R
modiline izomorf en biiyiik altmodiiliini bulaca-
g1z. Bunun igin Zorn Onsavr’ni dikkatlice kullana-
cagiz. (Eger M sonlu eleman tarafindan geriliyorsa,
Zorn Onsavr’na ihtiyag yok.)
Z ={(m;); c o @ bir ordinal,
her i € a i¢in m; € M,
(m;:iea)y=®;,., Rm
Rm; ~ RIptR).
Z’yi sdyle siralayahm: (m,); ¢ o ve (1)); < ps

iea »

Z'nin iki elemaniysa, (m;); ¢ o < (1;); ¢ g kosulu su
anlama gelsin: a, B’nin bir baslangic dilimidir ve
her i € o i¢in m; = n; olur.

Zorn Onsavr’'ni kullanmak igin, Z’nin her zin-
cirinin Z’de bir istsinir1 oldugunu kanitlayalim.

(7] )icq(j))je; Z’den bir zincir olsun. O za-
man, kolayca gorulebilecegi tizere,

Vje] ()i € ofjp

Z’nin bir elemamdir ve zincirin bir tistsiniridir (as-
linda en kiguk ustsiniridir.)

Demek ki Z’ye Zorn Onsavi’ni uygulayabiliriz.
(m;);co» Z’nin bir maksimal elemant olsun.

N=(m;:ieay=®;., Rm=®,_, RIp'R}
olsun.

Alistirma. M sonlu eleman tarafindan gerilmis-
se, birinci adimi Zorn Onsavi’mi kullanmadan ka-
nitlayin.

Bir énceki Onsava gore, N @ S = M esitligini
saglayan bir § < M vardir.

Ikinci Adim: pt-1S = 0.

Eger S’de p’s = 0 esitligini saglayan ama p*1s
= 0 esitligini saglamayan bir eleman varsa, o za-
ailesinin en sonuna s elemanini ekle-

man, (#2;);cq,

yerek, (m;);.,, ailesinin Z’nin maksimal bir elema-

n1 olduguyla celisiriz. Demek ki p#-18 = 0.

Simdi S’ye tiimevarim varsayimini uygularsak,
Teorem 9 kanitlanmis olur. N

Artik Teorem 1’1 kanitlayabiliriz.

Teorem 1’in Kanmiti. M, sonlu sayida eleman
tarafindan gerilmig bir R-modil olsun. T, M’nin
burulmali elemanlardan olusan altmodili olsun.
Teorem 6’ya gore, ozgiir bir F altmodiilii icin,

M=T®F

olur. Sonug 4’e gore T ve F sonlu sayida eleman ta-
rafindan (en fazla M’yi geren eleman kadar ele-
manla) gerilmislerdir. Demek ki,

F~R x..xR.
Teorem 8’e gore,

T= @p asal Mp'
T sonlu eleman tarafindan gerildiginden, sadece
sonlu tane p asali icin M, # 0°dir. Demek ki, sonlu
sayida py, ..., pp, asali igin

T =0 M, .
Sonug 4’e gére her M, sonlu eleman tarafindan ge-
rilmistir, diyelim x1, ..., x, tarafindan. Herj = 1, ...,
7 igin, k; dogal sayisi pikfx]- = 0 egitligini saghyorsa,
o zaman k = max{pk1, ..., p1*} icin pikxj =0 ve do-
layisiyla pikMpl_ = 0 esitligi saglanir. Demek ki Te-
orem 9’un varsayimlari saglanmistir ve

M, =& (®, RIp/R)

esitligi belli bir #(p;) dogal sayisi ve I, ; gdstergeg
kumeleri igin saglanir. Nihai sonug,

M~T®F~(®,M, |®(Rx...xR)
~ @, (@j‘i’”(@,p)f R/p/R)j ® (R x...xR)

olur. OJ



